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CHAMPS DE HURWITZ
par
Antoine Chambert-Loir
Re´sume´. — On construit les champs de Hurwitz et on en donne quelques
proprie´te´s, essentiellement contenues dans SGA1. Quelques applications de
nature arithme´tique en sont de´duites.
Abstract. — We propose a construction of Hurwitz stacks and give some
properties of them, most of which are consequences of SGA1. Some applica-
tions of arithmetic flavor are then deduced.
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1. Introduction
Les espaces de Hurwitz sont, classiquement, des varie´te´s analytiques com-
plexes qui parame`trent, en un sens plus ou moins pre´cis, les reveˆtements de
la sphe`re de Riemann dont le degre´ et le nombre de points de ramification
sont donne´s, et dont la ramification est simple. Ils ont notamment permis
Classification mathe´matique par sujets (2000). — 14A20, 14D22, 14E20.
Mots clefs. — Spe´cialisation du groupe fondamental, espaces de Hurwitz, corps de de´fini-
tion, champ alge´brique, the´ore`me de Bely˘ı.
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d’e´tablir de manie`re alge´brique (Klein, Hurwitz) la connexite´ de l’espace de
modules des courbes en caracte´ristique ze´ro, et meˆme (Fulton, [14] en carac-
te´ristique positive, assez grande (voir aussi l’appendice de [17] qui fournit une
de´monstration alge´brique du seul argument d’origine analytique de la de´mon-
stration de Deligne et Mumford). Leur construction e´tait originellement par
voie transcendante. En particulier, l’article [11] d’Emsalem construit effective-
ment ces espaces de Hurwitz en tant que varie´te´s alge´briques sur le corps des
rationnels, mais la de´marche qui y est suivie consiste a` alge´briser l’espace de
Hurwitz de´fini de manie`re transcendante, puis a` descendre son corps de de´fi-
nition de C a` Q, via la the´orie de Weil. Cependant, dans l’article de´ja` cite´ de
Fulton, ils sont construits de manie`re alge´brique, en recourrant a` un the´ore`me
de Grothendieck concernant la repre´sentabilite´ des foncteurs non ramifie´s
L’e´tude du proble`me inverse de Galois (construire des extensions re´gulie`res
de Q(T ) de groupe de Galois donne´) les a remis au gouˆt du jour il y a une
vingtaine d’anne´es (travaux de Fried, [13]) avec ne´cessairement un parfum
arithme´tique un peu plus pousse´. Les notions de corps de modules ou de corps
de de´finition d’une courbe alge´brique (resp. d’un reveˆtement) e´taient au centre
d’un grand nombre de travaux. Outre bien suˆr ceux concernant la rigidite´, ou
l’effervescence autour des dessins d’enfants, je pense surtout a` un article de
Beckmann ([3]) dont il sera question dans ce texte : elle y controˆle les places
de ramification dans le corps des modules d’un reveˆtement ramifie´ de la droite
projective. En revanche, il est bien connu qu’il est en ge´ne´ral plus difficile de
pre´ciser un corps de de´finition.
Cette note tire en effet son origine (en 1995) de la constatation que le
the´ore`me principal de cet article e´tait une conse´quence relativement directe
de la the´orie de la spe´cialisation du groupe fondamental, telle qu’e´tudie´e par
Grothendieck et Mme Raynaud dans SGA 1 ([16], expose´ XIII). Suite a` des
discussions avec Emsalem, cette approche a e´te´ effectivement de´crite dans un
article de ce dernier ([12]). Comme il est clair a` quiconque a lu le dernier expose´
de SGA 1, cette approche s’e´tend aux reveˆtements d’une varie´te´ alge´brique
lisse ramifie´s le long d’un diviseur a` croisements normaux stricts.
Peu apre`s, j’ai re´alise´ qu’on pouvait en fait interpre´ter ce the´ore`me comme
un analogue du the´ore`me de Chevalley-Weil pour ces espaces de Hurwitz. Tout
le sel de l’histoire vient alors du paralle`lisme entre corps de de´finition/corps
des modules et varie´te´/champ alge´brique.
Paralle`lement a` l’e´laboration de cet article, l’importance des gerbes et de la
cohomologie non abe´lienne dans ces questions a e´te´ remarquablement mise en
valeur dans des travaux de De`bes, Douai et Emsalem ([7], [8], [9], [10], [6]).
Dans le pre´sent article, je construis des champs de Hurwitz dans une sit-
uation tre`s ge´ne´rale. Leur existence en tant que champs alge´briques d’Artin
est assez facile. Le fait que ce soient des champs de Deligne-Mumford provient
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essentiellement des proprie´te´s de la spe´cialisation du groupe fondamental. Les
espaces grossiers qui leur sont associe´s sont a priori des espaces alge´briques,
mais, miraculeusement, la finitude du groupe fondamental en fait des sche´-
mas. Faute d’avoir re´alise´ ce dernier point plus toˆt (!), j’avais laisse´ cet article
hiberner, certes un peu trop longtemps. Je montre pour finir comment retrou-
ver effectiment le the´ore`me de Beckmann mentionne´ plus haut dans le style
Chevalley-Weil.
Notons aussi que les gerbes construites dans les articles de De`bes, Douai,
Emsalem, apparaissent alors (e´videmment) comme les gerbes re´siduelles du
champ de Hurwitz en ses points alge´briques.
Je ne peux terminer cette introduction sans mentionner un certain nombre
de lacunes (se´rieuses) de cette note :
– l’article [17] de Harris et Mumford, repris amplement par Mochizuki ([20])
introduit une compactification des espaces de Hurwitz. Ce dernier incorpore
aussi des techniques logarithmiques. La the`se (apparemment non publie´e) de
Wewers propose aussi une construction (diffe´rente) des espaces de Hurwitz
usuels.
Il n’en sera he´las pas question ici. On peut espe´rer que la the´orie de la
spe´cialisation du groupe fondamental en ge´ome´trie logarithmique re´cemment
e´tudie´e par Vidal, jointe aux me´thodes de cette note permette de construire des
✭✭ log-champs ✮✮ qui ne sont suˆrement pas sans rapport avec la compactification
de Harris-Mumford.
– Je ne tiens pas compte des groupes d’inertie.
– la vertu essentielle des espaces de Hurwitz classiques est leur connexite´
(cf. [14]) ainsi qu’une note re´cente de Graber, Harris et Starr, [15]). En ge´ne´ral,
on ne peut probablement rien dire, mais je n’ai pas re´fle´chi au proble`me.
– en certaines caracte´ristiques, les champs de Hurwitz que je construis ne
sont probablement pas raisonnables, et d’ailleurs, j’ignore largement ce qui se
passe en ces caracte´ristiques. (C’est lie´ au fait qu’il y a souvent trop de p-
reveˆtements en caracte´ristique p.) Par d’autres me´thodes (espaces de modules
des courbes stables), Abramovich et Oort ont de´fini dans [1] des compactifi-
cations des espaces de Hurwitz.
Je remercie De`bes, Emsalem, Lochak et Pop de l’inte´reˆt qu’ils ont porte´ a`
ce travail.
2. Notations
2.1. — Nous utiliserons dans ce texte la the´orie des champs alge´briques, telle
qu’elle est de´veloppe´e dans la monographie [19] de Laumon et Moret-Bailly.
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Depuis la re´daction de cet ouvrage, on peut noter que le crite`re d’Artin d’al-
ge´bricite´ d’un S-champ (corollaire 10.11 de loc. cit.) a e´te´ e´tendu par Conrad
et de Jong du cas d’un sche´ma localement de type fini sur un corps ou sur un
anneau de Dedekind excellent au cas d’un sche´ma excellent quelconque. Meˆme
si cette ge´ne´ralite´ est illusoire dans les applications que nous avons en vue,
nous re´digerons cette note en tenant compte de cette ame´lioration.
2.2. — Soit S un sche´ma excellent.
On de´signe par (Aff/S) la cate´gorie des sche´mas affines T munis d’un mor-
phisme T → S ; cette cate´gorie est munie de la topologie fppf. Conforme´ment
aux conventions choisies dans [19], nous pourrions nous contenter de la topolo-
gie e´tale. D’apre`s loc. cit., (9.4), c¸a ne change rien.
Si X et T sont deux S-sche´mas, on de´signe par XT le T -sche´ma X ×S T
(changement de base).
Si Y → X est un morphisme de sche´mas, on de´signe par Aut(Y/X) l’ensem-
ble des X-automorphismes de Y .
Un reveˆtement d’un sche´ma X est un morphisme Y → X localement libre
de type fini et surjectif.
3. Construction des champs de Hurwitz
3.1. — Soient S un sche´ma excellent, ainsi qu’un sche´ma X muni d’un mor-
phisme projectif et plat pi : X → S a` fibres ge´ome´triques connexes et re´duites.
(Donc pi∗OX = OS , universellement.)
On s’inte´resse a` parame´trer les reveˆtements (localement libres de type fini,
surjectifs) de X, ve´rifiant e´ventuellement certaines proprie´te´s supple´mentaires
(ramification, degre´, groupe d’automorphisme. . . ).
De´finition 3.2. — On de´finit une cate´gorie H (X/S) comme suit :
– ses objets sont les triplets (T, Y, f), ou` T ∈ ob(Aff/S), Y est un sche´ma
et f : Y → XT est un reveˆtement ;
– un morphisme de (T, Y, f) dans (T ′, Y ′, f ′) est un couple (h, η), ou` h :
T → T ′, η : Y → Y ′ sont deux morphismes de sche´mas tels que le diagramme
Y
η
//

Y ′

XT
idX×h
// XT ′
est carte´sien.
On munit cette cate´gorie du foncteur d’✭✭ oubli du reveˆtement ✮✮ H (X/S) →
(Aff/S) qui associe a` (T, Y, f) le sche´ma T .
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Quand il ne pourra y avoir de confusion possible, on notera H = H (X/S).
Si T est un S-sche´ma, on notera aussi HT la cate´gorie fibre en T (dont les
objets sont les (T, Y, f) comme ci-dessus).
Lemme 3.3. — La cate´gorie H (X/S) ainsi de´finie est un S-champ.
De´monstration. — Il est imme´diat sur la de´finition que H est un S-groupo¨ıde
([19], de´finition 2.1). Il y a alors deux points a` ve´rifier :
– Soient T → S un sche´ma, f1 : Y1 → XT et f2 : Y2 → XT deux objets
de HT . Alors, le foncteur IsomT (Y1, Y2) est un faisceau sur T . C’est clair
puisque premie`rement, les isomorphismes dans HT sont des morphismes de
T -sche´mas et qu’un morphisme entre deux T -sche´mas se de´finit localement
sur T ; deuxie`mement, un tel morphisme qui est localement carte´sien sur T
l’est globalement.
– Si T ′ → T est un morphisme fppf, toute donne´e de descente de T ′ a` T
dans H est effective. Soit en effet f ′ : Y ′ → X ×T T
′ un objet de HT ′ , muni
d’une donne´e de descente de T ′ a` T . Un morphisme fini e´tant affine, il re´sulte
du the´ore`me de descente de Grothendieck ([16], exp. viii, th. 2.1) qu’il existe
un objet canonique f : Y → XT de HT tel que f ×T T
′ soit isomorphe a` f ′.
D’autre part, la proprie´te´ pour un morphisme d’eˆtre fini localement libre est
locale pour la topologie fppf (loc. cit., cor. 5.7).
3.4. — Introduisons maintenant diverses ge´ne´ralisations du champ H (X/S).
– Soit n un entier ≥ 1 ; la cate´gorie H n(X/S) est la sous-cate´gorie pleine
de H forme´e des (T, Y, f : Y → XT ) ∈ HT tels que f soit de degre´ constant
n.
– Soit U un ouvert deX sche´matiquement dense dans toute fibre deX → S,
si bien que pour tout sche´ma T → S, U ×S T est sche´matiquement dense dans
X ×S T ; la cate´gorie H
U -e´t(X/S) est la sous-cate´gorie pleine de H forme´e
des (T, Y, f) ∈ HT tels que f soit e´tale au-dessus de U ×S T .
– La cate´gorie H g-e´t(X/S) est la sous-cate´gorie pleine de H forme´e des
(T, Y, f) ∈ HT tels que l’ensemble des points de XT au-dessus desquels f est
e´tale soit un ouvert de XT qui est sche´matiquement dense dans toute fibre de
XT → T .
On peut aussi ajoindre des structures supple´mentaires aux reveˆtements,
comme par exemple :
– Soit G un groupe fini ; la cate´gorie H G(X/S) a pour objets les
((T, Y, f), ϕ), ou` (T, Y, f) est un objet de H et ϕ : G → Aut(Y/XT )
op
est un anti-isomorphisme de G dans les automorphismes de Y/XT . Les
morphismes de la cate´gorie H G sont les morphismes de la cate´gorie H qui
commutent a` l’action de ϕ.
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– Si Z ⊂ X est un sous-sche´ma tel que pi∗OZ = OS universellement, et si
n est un entier ≥ 1, la cate´gorie H n,Z-tr(X/S) a pour objets les ((T, Y, f), σ),
ou` (T, Y, f) est un objet de H et σ est un isomorphisme {1, . . . , n} × ZT →
f−1(ZT ).
On de´finit d’autres cate´gories H n,U -e´t, H G,U -e´t, H n,U -e´t,Z-tr, etc. qui con-
sistent a` imposer toutes les conditions et a` adjoindre toutes les donne´es in-
dique´es en exposant, les morphismes e´tant bien suˆr astreints a` ve´rifier les
compatibilite´s correspondantes. En outre, on dispose de foncteurs d’oubli na-
turels vers H (X/S) qui permettent d’identifier les cate´gories avec plusieurs
conditions comme les produits fibre´s des cate´gories correspondantes au-dessus
de H .
Dans les applications que nous avons en vue, X sera en outre lisse sur S
et U sera le comple´mentaire d’un diviseur a` croisements normaux relatif sur
S. Le cas le plus simple, donnant lieu aux espaces de Hurwitz classiquement
conside´re´s, est obtenu pour S l’espace qui parame`tre les familles de d points
distincts de la droite projective sur Q, X = P1 × S, D ⊂ X le diviseur de
degre´ d universel (dont la restriction a` P1 × {s} est le diviseur donne´ par le
point s) et U = X \D l’ouvert comple´mentaire.
Lemme 3.5. — Pour tout objet (T, T, f : Y → XT ) de H (X/S), le faisceau
sur (Aff/T ) donne´ par T ′ 7→ Aut(YT ′/XT ′) est repre´sentable par un T -sche´ma
affine de type fini.
De´monstration. — Soit E = f∗OY la OXT -alge`bre localement libre de
rang fini de´finissant Y (de sorte que Y = SpecXT E ). Il y a bijection entre
Aut(YT ′/XT ′) et les automorphismes de ET ′ comme OX
T ′
-alge`bre, d’ou` un fais-
ceau repre´sentable par un sous-sche´ma ferme´ de V(pi∗HomOXT (E ,E ))
2.
Proposition 3.6. — Toutes ces cate´gories introduites sont des S-champs. De
plus, les 1-morphismes naturels
H
n(X/S)→ H (X/S), H U-e´t(X/S)→ H g-e´t(X/S)→ H (X/S)
sont repre´sentables par des immersions ouvertes. Les 1-morphismes
H
G(X/S)→ H (X/S) (resp. H Z-triv(X/S)→ H (X/S))
sont repre´sentable affines, et le second est meˆme un Sn-torseur.
De´monstration. — Une sous-cate´gorie pleine d’un S-groupo¨ıde en est automa-
tiquement un, si bien que H n, H U -e´t et H g-e´t sont des S-groupo¨ıdes. De
meˆme, pour ces S-groupo¨ıdes, la proprie´te´ que le foncteur des isomorphismes
entre deux objets soit un faisceau re´sulte de la proprie´te´ correspondante dans
H (X/S).
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D’autre part, les conditions impose´es sont locales pour la topologie fppf, si
bien que toute donne´e de descente qui est de´ja` effective dans H (X/S) fournira
un objet de la sous-cate´gorie, laquelle est ainsi un sous-S-champ.
Pour prouver que le 1-morphisme H n → H est repre´sentable par une
immersion ouverte, il faut prouver que pour tout S-sche´ma T , et tout Y → XT ,
l’ensemble des t ∈ T tels que Yt → Xt est de degre´ n est ouvert dans T . Or,
le degre´ d’un morphisme localement libre est localement constant si bien que
Y → XT est de degre´ n au-dessus d’une re´union de composantes connexes de
XT lesquelles sont de la forme XT1 , pour T1 une composante connexe de T ,
puisque X → S est a` fibres ge´ome´triquement connexes.
De meˆme, soit f : Y → XT un reveˆtement. Soit B ⊂ XT son lieu de
branchement, plus petit ferme´ de XT tel que f : Y → XT soit e´tale au-dessus
de XT \B. Comme pi : X → S est plat, la projection pi(XT \B) est un ouvert
T ′ ⊂ T . C’est de plus le plus grand sous-sche´ma de T tel que f : YT ′ → XT ′ est
e´tale au-dessus d’un ouvert de XT ′ surjectif sur T
′, et sa formation commute
au changement de base. Par conse´quent, H g-e´t → H est repre´sentable par
une immersion ouverte.
Finalement, soit U ⊂ X un ouvert de X qui est dense dans toute fibre de
X → S et montrons que H U -e´t → H est repre´sentable par une immersion
ouverte. Conside´rons donc f : Y → XT un reveˆtement. Son lieu de branche-
ment est un ferme´ B ⊂ XT ; l’intersection B ∩ (XT \ U) est un ferme´ de XT
dont la projection dans T est ferme´e. Notant T ′ l’ouvert comple´mentaire, on
constate que fT ′ : YT ′ → XT ′ est un objet de H
U -e´t et T ′ est le plus grand
sous-sche´ma de T qui ve´rifie cette proprie´te´, d’ou` l’assertion.
Passons maintenant au champ H G. C’est tout d’abord bien un S-champ :
il est de´ja` clair que c’est un S-groupo¨ıde. De plus le pre´faisceau des iso-
morphismes entre deux objets est un faisceau : e´tant donne´s deux objets
(Y1 → XT ;ϕ1) et (Y2 → XT ;ϕ2) de H
G
T et un morphisme fppf T
′ → T ,
tout isomorphisme α : (Y1,T ′ → XT ′ ;ϕ1,T ′) → (Y2,T ′ → XT ′ ;ϕ2,T ′) dans H
G
T ′
descend en un isomorphisme dans HT ′ qui va ne´cessairement commuter aux
actions de G via ϕ1 et ϕ2. Finalement, montrons que toute donne´e de descente
est effective : une donne´e de descente de T ′ a` T sur un objet (YT ′ → XT ′ ;ϕT ′)
de H GT ′ nous fournit tout d’abord un objet Y → XT de HT car HT est un S-
champ. On obtient une donne´e de descente de T ′ a` T sur les ϕT ′(g) qui est elle
aussi effective, Aut(Y/XT ) e´tant un T -sche´ma, d’ou` un anti-homomorphisme
ϕ : G→ Aut(Y/XT )
op qui est, encore par descente, un anti-isomorphisme.
La repre´sentabilite´ du 1-morphisme H G → H re´sulte du fait que pour
toute famille (Y → XT ) ∈ HT , le foncteur des homomorphismes T
′ 7→
Hom(GT ′ → Aut(YT ′/XT ′) est le foncteur des T -homomorphismes entre deux
sche´mas affines sur T , et est donc repre´sentable par un sche´ma affine affine
sur T .
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Enfin, montrons que H n,Z-tr est un champ et que H n,Z-tr → H est
repre´sentable, fini et plat. Qu’il soit un S-champ se prouve de manie`re ana-
logue (mais plus simple) a` H G. Quant a` la repre´sentabilite´, si Y → XT est
un objet de HT , soit E la OXT -alge`bre localement libre correspondant a` Y .
Les σ : {1, . . . , n} × ZT → f
−1(ZT ) s’identifient a` des isomorphismes de OZT -
alge`bres
E |ZT ≃ O
⊕n
ZT
,
donne´e repre´sentable par un torseur sous le groupe syme´triqueSn, e´tant donne´
que pi∗OZ = OS universellement.
Proposition 3.7. — Soit n ≥ 1 un entier. Le champ H n(X/S) est un champ
alge´brique de type fini. Par conse´quent, le champ H (X/S) et ses variantes
introduites en (3.4) sont des champs alge´briques localement de type fini.
De´monstration. — Soit Fibn le S-champ des faisceaux localement libres de
rang n sur X. D’apre`s le the´ore`me 4.6.2.1 de [19], c’est un champ alge´brique
de type fini sur S. On dispose d’un 1-morphisme de S-champs Hn → Fibn qui
associe au reveˆtement de degre´ n, f : Y → XT , le faisceau localement libre de
rang n sur XT qu’est f∗OY .
Nous alons prouver que ce morphisme est repre´sentable. Compte tenu du
dictionnaire entre sche´mas affines sur XT et OXT -alge`bres quasi-cohe´rentes,
cela revient a` prouver qu’e´tant donne´ un faisceau E , localement libre de
rang n sur XT , la cate´gorie forme´e des structures de OXT -alge`bres sur E est
repre´sentable par un espace alge´brique. Or, elle l’est meˆme par un sche´ma !
Une structure de OXT alge`bre sur E consiste en effet en :
– une unite´, qui est une section ne s’annulant pas de pi∗E , repre´sente´e par
l’ouvert comple´mentaire de la section nulle dans le T -fibre´ vectoriel V(pi∗E
∨) ;
– une fois fixe´e l’unite´, une loi de multiplication, astreinte aux compatibilite´s
qui font de E une OXT -Alge`bre, repre´sente´e par un ferme´ du T -fibre´ vectoriel
V(pi∗Hom(E ⊗ E ,E )
∨).
La re´union de ces deux conditions est ainsi repre´sentable par un sche´ma quasi-
projectif de type fini, d’ou` la proposition.
Proposition 3.8. — On suppose que les fibres du morphisme X → S satis-
font a` la proprie´te´ (S2) de Serre
(1). Soient T un S-sche´ma, x1 = (f1 : Y1 →
XT ) et x2 = (f2 : Y2 → XT ) deux objets de H
n
T . Supposons qu’il existe un
ouvert U ⊂ XT sche´matiquement dense dans toute fibre au-dessus de T tel
que f1 et f2 soient e´tales au-dessus de U . Alors, le faisceau sur T donne´ par
IsomT (x1, x2) est un sche´ma fini et non-ramifie´ sur T .
(1)En d’autres termes, le morphisme X → S est (S2), cf. EGA 4, de´f. 6.8.1.
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De´monstration. — On peut bien suˆr supposer que T = S. La repre´sentabilite´
de ce faisceau est contenue dans la de´finition d’un champ alge´brique, ainsi que
le fait qu’il soit se´pare´ et quasi-compact sur S. Nous avons de´ja` vu qu’il est
affine (lemme 3.5). Montrons qu’il est propre et non ramifie´.
Soient Y1 → X et Y2 → X les reveˆtements de degre´ n correspondant a` x1
et x2.
Prouvons que le faisceau des isomorphismes entre x1 et x2 est non ramifie´.
On peut pour cela supposer que S = SpecR, I ⊂ R est un ide´al de R tel que
I2 = 0 et noter S0 = Spec(R/I). E´tant donne´ un isomorphisme α0 : Y1,S0 →
Y2,S0 au-dessus de XS0 , il faut montrer qu’il existe au plus un isomorphisme
α : Y1 → Y2 au-dessus de X dont α0 soit la restriction a` S0.
La ✭✭ remarquable e´quivalence de cate´gories ✮✮ (EGA 4, th. 18.1.2) implique
que la restriction de α a` f−11 (U) est uniquement de´termine´e par la restriction
de α0 a` f
−1
1 (U)S0 . Comme U est sche´matiquement dense dans X, il existe au
plus un isomorphisme α : Y1 → Y2 qui rele`ve α0.
Prouvons qu’il est propre. On peut alors supposer que S est un trait de
point ge´ne´rique η, de point ferme´ s. Si αη : Y1,η → Y2,η est un isomorphisme
au-dessus de Xη, montrons qu’il existe un unique isomorphisme α : Y1 → Y2
dont la restriction a` η soit αη. On peut interpre´ter αη comme une section du
morphisme canonique Y1×X Y2 → Y1 au-dessus de Y1,η qu’il faut e´tendre a` Y1.
D’apre`s le crite`re valuatif de proprete´, il existe un ouvert O1 ⊂ Y1 dont le
comple´mentaire est de codimension ≥ 2 et une section α1 au-dessus de O1.
Le morphisme Y1 ×X Y2 → Y1 est fini localement libre, de´fini par l’image
re´ciproque E2 par Y1 → X de l’alge`bre finie localement libre qui de´finit Y2. La
section α1 correspond ainsi a` une section de E2 au-dessus de O1. Comme Y1 est
(S2) (le morphisme Y1 → S est (S2) et plat comme compose´ de morphismes
(S2) et plats, et S est (S2) puisque c’est un anneau de valuation discre`te,
cf. EGA 4, prop. 6.8.3), cette section s’e´tend en une unique section de E2 au-
dessus de Y1, d’ou` une section du morphisme Y1 ×X Y2 → Y1, d’ou` finalement
un unique X-morphisme α : Y1 → Y2 qui e´tend αη.
En appliquant le meˆme raisonnement a` α−1η , puis a` αη ◦α
−1
η et α
−1
η ◦αη , on
voit que α est un isomorphisme, comme il fallait de´montrer.
Il re´sulte de la proposition pre´ce´dente et des de´finitions le corollaire suivant :
Corollaire 3.9. — Supposons que le morphisme X → S satisfait a` la pro-
prie´te´ (S2). Le morphisme diagonal H (X/S) → H (X/S) ×S H (X/S) est
repre´sentable, fini et non ramifie´.
Corollaire 3.10. — Supposons que le morphisme X → S satisfait a` la
proprie´te´ (S2). Les champs H
n(X/S), H n,Z-triv(X/S), H n,U-e´t(X/S),
H G(X/S) sont des champs de Deligne–Mumford de type fini. Le champ
H (X/S) est un champ de Deligne–Mumford localement de type fini.
10 ANTOINE CHAMBERT-LOIR
De´monstration. — Rappelons qu’un champ de Deligne–Mumford est un
champ alge´brique S qui posse`de une pre´sentation e´tale, c’est-a`-dire tel qu’il
existe un 1-morphisme P → S , e´tale, ou` P est un sche´ma.
C’est une conse´quence de la prop. 3.7, du corollaire pre´ce´dent et de [19],
th. 8.1.
Remarque 3.11. — La the´orie pre´ce´dente s’e´tend verbatim au cas d’un es-
pace alge´brique X/S en remplac¸ant partout les sche´mas par des espaces al-
ge´briques. Les seuls proble`mes proviennent de l’utilisation e´ventuelle de sche´-
mas de Hilbert (qui n’est un sche´ma que dans le cas projectif). Cependant,
e´tant donne´ un espace alge´brique propre, Artin construit dans [2] son ✭✭ es-
pace alge´brique de Hilbert ✮✮. La meˆme de´monstration que dans le cas projec-
tif implique alors que les fibre´s vectoriels sur un espace alge´brique propre sont
classifie´s par un champ alge´brique.
Remarque 3.12. — Il faudrait aussi traiter un cas supple´mentaire : celui ou`
on fixe des conditions sur les groupes d’inertie. Ce sera essentiel au paragraphe
suivant lorsqu’on voudra exprimer les proprie´te´s des champs de Hurwitz qui
re´sultent de SGA 1.
4. Proprie´te´s des champs de Hurwitz
Dans tout ce paragraphe, nous supposons queX est lisse sur S et que U ⊂ X
est l’ouvert comple´mentaire d’un diviseur a` croisements normaux relatifs D.
Cela signifie ([16], XIII, 2.1) que localement pour la topologie e´tale, D ⊂ X
est isomorphe a` div(x1 · · · xr) ⊂ A
n.
Nous allons donner quelques proprie´te´s des champs de Hurwitz en nous ra-
menant aux des e´nonce´s correspondants sur les reveˆtements ou sur les groupes
fondamentaux de´montre´s dans [16]. Si f : (X,x) → (Y, y) est un morphisme
de sche´mas connexes ✭✭ ge´ome´triquement pointe´s ✮✮, rappelons que l’on a un ho-
momorphisme f∗ : pi1(X,x)→ pi1(Y, y) entre groupes fondamentaux et que :
– f∗ est injectif si et seulement si tout reveˆtement e´tale connexe de X est
une composante connexe de l’image re´ciproque par f d’un reveˆtement e´tale de
Y ([16], V, 6.8) ;
– f∗ est surjectif si et seulement si l’image re´ciproque par f de tout reveˆte-
ment e´tale connexe de Y est connexe ([16], V, 6.9) ;
– f∗ est un isomorphisme si et seulement si f induit par image re´ciproque
une bijection entre les cate´gories des reveˆtements e´tales connexes de Y et de
X (conse´quence des deux points pre´ce´dents, [16], V, 6.10).
Proposition 4.1. — Le champ H U-e´t(X/S) est e´tale sur S aux points cor-
respondant a` des reveˆtements mode´re´ment ramifie´s.
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De´monstration. — Comme H est localement de type fini sur S, il suffit de
prouver qu’il est formellement e´tale aux points conside´re´s. Autrement dit, si
S′ ⊂ S un ferme´ de´fini par un ide´al de carre´ nul et Y ′ → XS′ un reveˆtement
de XS′ non ramifie´ hors de DS′ et mode´re´ment ramifie´ le long de DS′ , on doit
prouver qu’il existe un unique reveˆtement Y → X non ramifie´ hors de D tel
que YS′ = Y
′.
Or, c’est une conse´quence du lemme d’Abhyankar relatif ([16], XIII, 5.5),
de l’e´nonce´ analogue pour les reveˆtements e´tales ([16], ? ?) et de la the´orie de
la descente.
Si N est un entier, S[1/N ] de´signe le plus grand ouvert de S ou` N est
inversible.
Proposition 4.2. — Le champ H G,U-e´t(X/S) est propre et quasi-fini au
dessus de S[1/#G]. Le champ H n,U-e´t(X/S)×SS[1/n!] est propre et quasi-fini
au-dessus de S[1/n!].
De´monstration. — Posons N#G dans le premier cas et N = n! dans le sec-
ond. Une fois e´tablie l’assertion relative a` la proprete´, l’autre de´coule de la
proposition pre´ce´dente : un S-champ de Deligne-Mumford qui est propre et
e´tale est en effet quasi-fini, comme on le voit sur une pre´sentation e´tale.
Le crite`re valuatif de proprete´ pour les champs de Deligne-Mumford ([19],
prop. 7.12(2)) nous rame`ne a` e´tablir le fait suivant : supposons que S = SpecR
est le spectre d’un anneau de valuation discre`te, de corps re´siduel k de carac-
te´ristique p ne divisant pas N et de corps des fractions K, alors tout reveˆte-
ment galoisien de groupe G (resp. de degre´ n) de XK se prolonge en un unique
reveˆtement de X qui est galoisien de groupe G (resp. de degre´ n).
Dans le premier cas, cela re´sulte de ce que le morphisme canonique en-
tre les plus grands quotients d’ordres premier a` p des groupes fondamentaux
pi1(XK)
(p) → pi1(X)
(p) est injectif. Sa bijectivite´ re´sulte en fait de [16], XIII,
2.8 (cf. loc. cit., preuve de 2.12, page 394).
Dans le second cas, l’ordre du groupe de Galois de la cloˆture galoisienne
d’un tel reveˆtement divise n!, ce qui nous rame`ne au cas de´ja` traite´.
Corollaire 4.3. — Les champs de Hurwitz H G,U-e´t(X/S), H n,U-e´t que nous
avons introduits posse`dent des espaces grossiers en tant qu’espaces alge´briques.
Leur restriction au plus grand ouvert tel que #G ( resp. n!) est inversible est
un sche´ma fini e´tale.
De´monstration. — D’apre`s un the´ore`me de Keel et Mori ([18], cor. 1.3 ;
voir aussi [19], th. 19.1), tout champ alge´brique de type fini et se´pare´ pos-
se`de un espace grossier associe´ dans la cate´gorie des espaces alge´briques.
(2)La condition (*) de loc. cit. est ve´rifie´e car les champs conside´re´s sont de Deligne-Mumford,
cf. loc. cit., remarques 7.12.2 et 7.12.3.
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Notons ainsi avec des lettres romaines les S-espaces alge´briques grossiers
des champs de Hurwitz. Il re´sulte de la proposition 4.2, que HG,U -e´t(X/S)
(resp. Hn,U -e´t(X/S)) est propre et quasi-fini au-dessus de S[1/N ], ou` N = #G
(resp. N = n!). La proposition est alors une conse´quence imme´diate de ce
qu’un espace alge´brique quasi-fini au-dessus d’un sche´ma est un sche´ma ([19],
th. A.2 et cor. A.2.1).
Bien suˆr, dans les cas ou` le proble`me de modules conside´re´ n’a pas d’au-
tomorphisme non trivial, la proposition pre´ce´dente montre que le champ de
Hurwitz est est un sche´ma fini e´tale au-dessus d’un ouvert convenable de S.
C’est notamment le cas du champ H G(X/S), lorsque le centre du groupe
fini G est trivial.
5. A` propos d’un the´ore`me de S. Beckmann
5.1. — Soit S un sche´ma et soit X un S-champ alge´brique localement
noethe´rien. Rappelons ([19], chap. 5 et 11) qu’un point (automatiquement
✭✭ alge´brique ✮✮, en vertu de loc. cit., th. 11.3) de X est une classe d’e´quivalence
de couples (x,K), ou` K est un S-corps(3) et x un morphisme de S-champs,
SpecK → X . On dit que deux couples (x1,K1) et (x2,K2) sont e´quiva-
lents s’il existe un couple (x,K), ou` K est un sur-S-corps de K1 et K2 et
x = x1 ⊗K1 K = x2 ⊗K2 K.
Un tel point ξ se factorise canoniquement a` travers un sous-S-champ Gξ
de X qui est une gerbe de type fini sur son faisceau grossier, lequel est de la
forme Specκ(ξ), pour un certain corps κ(ξ) appele´ corps re´siduel du point ξ.
On voit ainsi que, dans le langage des espaces de modules, le corps re´siduel
d’un point n’est autre que le corps des modules de l’objet repre´sente´.
Nous pouvons maintenant e´noncer l’analogue pour les champs alge´briques
d’un the´ore`me de Chevalley et Weil :
Proposition 5.2. — Soit S un sche´ma normal, inte`gre, de corps des frac-
tions K. Soit X un S-champ de Deligne-Mumford qui est propre et e´tale
sur S. Alors, le corps re´siduel de tout point alge´brique du K-champ XK est
non ramifie´ sur S.
De´monstration. — Pour la de´monstration, on peut supposer que S est le spec-
tre d’un anneau de valuation discre`te.
Soit X l’espace alge´brique grossier associe´ a` X . D’apre`s les arguments du
cor. 4.3, c’est en fait un S-sche´ma. La factorisation X → X → S et le fait
que X soit propre et e´tale impliquent que X est fini et e´tale sur S.
(3)Un S-corps est un corps K mundi d’un morphisme de SpecK vers S.
CHAMPS DE HURWITZ 13
Soit ξ un point de X . Son image dans X de´finit un κ(ξ)-point x d’un S-
sche´ma fini et e´tale, ou` le corps re´siduel de ξ, κ(ξ), est une extension finie
de K. Soit R la cloˆture inte´grale de S dans κ(ξ). D’apre`s le crite`re valuatif
de proprete´, x se prolonge en une section SpecR→ X dont l’image est ne´ces-
sairement e´tale sur S. Autrement dit, κ(ξ) n’est pas ramifie´e sur K.
Une premie`re conse´quence de ces conside´rations est une ge´ne´ralisation d’un
the´ore`me de S. Beckmann [3] concernant le corps des modules d’un reveˆtement
ramifie´ de la droite projective.
The´ore`me 5.3. — Soit S un sche´ma normal, inte`gre, de corps des frac-
tions K ; soit X un S-sche´ma lisse, D un diviseur a` croisements normaux
relatif dans X. Soit G un groupe fini ( resp. soit n un entier) ; on suppose que
le cardinal de G ( resp. n!) est inversible sur S.
Alors, le corps des modules d’un reveˆtement (a priori de´fini sur une exten-
sion finie de K) galoisien de groupe G ( resp. d’un reveˆtement de degre´ n)
de X, non ramifie´ hors de D, est non ramifie´ sur S.
De´monstration. — Il suffit d’appliquer le the´ore`me de Chevalley-Weil
(prop. 5.2) au champ de Hurwitz ade´quat (H G,X \D-e´t(X/S), resp. H n,X \D-e´t(X/S))
et au point fourni par le reveˆtement.
Notons que dans un autre article ([4]), Beckmann a e´tabli un the´ore`me qui
concerne cette fois la ramification de l’extension de corps de nombres fournie
par la fibre d’un tel reveˆtement. Une version plus faible de´coule du the´ore`me
de Chevalley-Weil applique´ au reveˆtement lui-meˆme. Notons aussi que Conrad
a ge´ne´raliser ce second the´ore`me dans [5] au cas de la dimension supe´rieure.
Il serait probablement inte´ressant d’interpre´ter ce re´sultat dans le cadre de la
ge´ome´trie logarithmique.
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